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1. Begriffsklirung

1.1 linear abhingig

Erfiillen Vektoren a_; , a_; ... (# 6) des R’ oder des R* die Gleichung kla_; + kza_; +...=0 mit

mindestens zwei k; # 0, dann heiflen die Vektoren cz , a_; ... linear abhingig.

1.2 kollinear (linear abhdngig)

Zwei Vektoren sind kollinear zueinander, wenn der eine Vektor ein Vielfaches des Anderen
ist.

zB.: @=2b oder G =-2b

1.3 geschlossener Vektorzug (linear abhdingig)

¢ =2a+3a

1.4 komplanar (linear abhdingig)

Drei Vektoren a, b, ¢ heilen komplanar, wenn sich ein Vektor als Linearkombination der
anderen darstellen ldsst. = Sie liegen auf einer Ebene. Komplanare Vektoren liegen auf einer
Ebene.

i=r-b+s-¢ r,s€ R\{o}

Mit drei nicht komplanaren Vektoren lésst sich der vierte Vektor im dreidimensionalen Raum
immer darstellen.

1.5 Nullvektor, Neutrales Element

0
Der Vektor o =| 0 | hei3t Nullvektor. (Beispiel angegeben fiir drei Dimensionen)
0

1.6 Gegenvektor, Inverses Element

—

Zujedem a € V existiertein a’€e Vmit a+a’'=0. 2> o’ =-a

1.7 Betrag/Linge eines Vektors

a,
- — 2 2 2
i=|a, | =+aj +a; +a;
a,

@y =aed=al +al+al =l |d=la >y =|a
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1.9 Spurpunkte - Spurgeraden

Die Schnittpunkte einer Geraden mit den Koordinatenebenen heiflen Spurpunkte der Geraden.

Die Punkte, in denen eine Ebene die Koordinatenachsen schneidet, heilen auch Spurpunkte.
Die Verbindungsgeraden dieser Punkte sind die Spurgeraden der Ebene.

1.10 Projektion einer Geraden auf die x;x,-Ebene

2 4 2 4
g:X=|3|+r-|-6| > h:Xx=|3|+r:| -6
7 5 0 0

1.11 Kartesisches Koordinatensystem

Im kartesischen Koordinatensystem stehen drei Achsen orthogonal zueinander und das
Koordinatensystem ist ,,positiv orientiert.«

2. Beispiele

2.1 Beispiel zur Angabe einer Losung eines linearen Gleichungssystems
1 2

x:|2(+y-{4|=0 ; L={x,y/x=-2y}
3 6

2.2 Beispiel fiir einen Beweis mit den Mitteln der Vektorrechnung — Pythagoras

—2 — 2 — 2 -
Behauptung: ‘BC +‘AC = ‘AB ; da |Zi|2 =a’ gilt: a°+b*>=¢’
Vorraussetzung: ilbedeb=0 und c=d-b
Beweis: ¢ =a*—2ab +b>

deb=0

¢*=a’+b’

© Marc Engelbrecht 2001 3



3. Skalarprodukt

3.1 Definition des Skalarprodukts

aeb=ab +a,b, +ab,

Skalarprodukt der Vektoren @und b im dreidimensionalen Raum.

Das Skalarprodukt ist eine reelle Zahl.
Dem Vektorraum wird eine reelle Zahl zugeordnet. V' — R

3.2 Algebraische Eigenschaften des Skalarprodukts

Geb=hbed Kommutativ-Gesetz

ae (q + )= Geb+adec Distributiv-Gesetz

Sy

3.3 Rechtwinkligkeit von Vektoren ;_ b*
4’
ilbedeb=0 aT\>

0 b
ilboa’ +a:+al+b’+b;+b} =(a,—b) +(a,-b)" +(a,—b,)’ =ab +ab, +ab, =0

3.4 Winkel zwischen zwei Vektoren

Abgeleitet wird dieser Satz durch gleichsetzen
|2

Q)
[ ]
Sy

mit dem Kosinussatz

; -»> von |E
cosa =

Sy

QU

e =[af* +[p| ~2-Jal-[p]-coser.
b

Der Schnittwinkel zweier Vektoren ist immer der kleinere Winkel! - Der Betrag des
Skalarprodukts bedingt, dass der kleiner Winkel berechnet wird, denn es gilt:
cosa =—cos(180° - ).

Bei der Berechnung des Schnittwinkels zweier Geraden ist die Vorraussetzung, dass sie sich
schneiden!!!

3.5 Spezialfille

a=0°cdeb = |ﬁ| . ‘l; ‘ -1 Vektoren sind gleichgerichtet
a=180°< Geb = —|ﬁ| . ‘l; ‘ Vektoren sind entgegengesetzt gerichtet
a=90°<Geb=0 Vektoren stehen senkrecht aufeinander
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4. Geraden

4.1 Zweipunkteform der Geraden

g:X=d+r-(b—ayreR

4.2 Punkt-Richtungsform der Geraden — Parameterform der Geraden
g:Xx=a+r-u

Der Vektor a ist der Ortsvektor des Punktes A. Der Vektor u ist der Richtungsvektor.

,, I ist der Parameter.

4.3 Umformen von zweidimensionalen Funktionen von Geraden

0 1
y:m~x+c€9g:)?:[ J+r-[ J
c m

4.4 Schnitt zweier Geraden

Berechnung durch Gleichsetzen der Geraden und bestimmen der Parameter r und s.

a; b, ¢ d,
g:xXx=|a, |+r:|b, |und h:X=|c, |+s-|d,|; gNh
a; b, C3 dy

a) windschief

Die Geraden haben unterschiedliche Richtungen und sind nicht parallel. Sie besitzen
keinen Schnittpunkt (L ={ }). b und d sind linear unabhéngig.

b) parallel
Die Geraden besitzen keinen Schnittpunkt ( L :{ }) b und d sind linear abhingig.

c) identisch

Die Geraden besitzen ,,unendlich viele* Schnittpunkte.
(L={r,se R/r=v-s+w} fiir vwe R); bund d sind linear abhingig.

d) Schnittpunkt

Die Geraden besitzen einen Schnittpunkt (L = {r =V,5= w} fiir viwe R)
b und d sind linear unabhingig. gnh=8(x;y;z)
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5. Ebenen

5.1 Parameterform der Ebene

E:¥=d+r-AB+s-AC A, B, C sind Punkte der Ebene
E:X=a+r-u+s-v

—

A sei ein Punkt mit dem Ortsvektor @. u und v sind linear unabhingige Vektoren. Die
Punkte X mit den Ortsvektoren X =a+r-u+s-v bilden eine Ebene durch den Punkt A. a
heiB3t Stiitzvektor (Aufpunktvektor). # und v nennt man die Spannvektoren der Ebene.

5.2 Koordinatenform der Ebene

E:a-x+b-y+c-z=d a,b,c,de R

5.3 Achsenabschnittsform der Ebene

Die Achsenabschnittsform erleichtert die Angabe der Spurpunkte und das Zeichnen der
Ebene, da die Schnittpunkte mit den Achsen direkt angegeben werden konnen.

—t+=+==1 a,b,ce R

Schnittpunkt mit x-Achse:  P(a;0;0)
Schnittpunkt mit y-Achse:  P(0;b;0)
Schnittpunkt mit z-Achse:  P(0;0;c)

5.4 Normalenform der Ebene

E:(x—p)en=0 oder alternativ E:Xen—-d=0 (E:Xen—pen=0)
peEEi#0;i LE

1 -1 -1
Beispiel: X—=|2||e| 2 |=0 entspricht Xxe| 2 |+9=0
3 -4 -4
5.5 Hessesche Normalenform E:(x—p)e n' =0 ; Einheitsnormalenvektor!

nx, +n,x, + nyx; —

E:(f—ﬁ)on—O:O@E: r=0<:>E:n1x]+n2x2+n3x3—r=0

Jnt +n +n?
Um den Abstand eines Punktes P zur Ebene zu berechnen, wird der Punkt in die Hessesche
Normalenform eingesetzt, das Ergebnis gibt die Strecke d(P;E) an.
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5.6 Umformen der Parameterform in die Koordinatenform

a, b, ) xX=a,+r-b+s-c
E:X=|a, |+r-|b, |+5:|c, |2 y=a,+r-b,+s-c,
a, b, c z=a,+r-b;+s-c

Durch eliminieren von r und s erhilt man die Koordinatenform.

5.7 Umformen der Parameterform in die Normalenform

a; b, ¢

E:x=|a, |+r:|b, |+5-| ¢, Esgiltﬁ015=0 und nec =0! a ist Aufpunktvektor von E!
a, b, c

Das Gleichungssystem der Skalarprodukte wird zu den Koordinaten n;, np, n; des

Normalenvektors aufgelost. Fiir ny (bzw. ny oder nz)=v (ve R)ergeben sich die anderen
Koordinaten eines Normalenvektors.

> E:[x-dleii=0

5.8 Umformen der Koordinatenform in die Parameterform

E:a-x+b-y+c-z=d > xzi—é-y——-z 2> y=r;
a

Man stellt nach x um und setzt
y=r und  z=Ss. In  der
Parameterform ergibt sich die

c d angegebene Gleichung. y=Ir und

AT e N z=1s (s.0.), x=...(mit r, 5) werden
E:x=|y r 0 |+7- +s wie genannt eingesetzt. Welche
- g 0 Koordinate durch r und s ersetzt

wird ist grundsétzlich egal.

5.9 Umformen der Koordinatenform in die Normalenform
a a

E:a-x+b-y+c-z=d o Xe|b|-d=0=[¥-ple|b|=0

c C

Ist E:a-x+b-y+c-z=ddie Koordinatengleichung der Ebene, so ist n=

o o Q
o
.
=]

Normalenvektor der Ebene.

Ein Aufpunktvektor p wird durch Einsetzten zweier Zahlen in die Koordinatenform
bestimmt.
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5.10 Umformen der Normalenform in die Parameterform
E:[x-adlei=0 >  E:X=d+r-ii+s-v
a) Koordinatenform bilden
3 Punkte (mit der Koordinatenform) bestimmen = 3 Punkte-Form der Ebene
b) Lineares Gleichungssystem der Skalarprodukte des Normalen- mit den Spannvektoren
uen=0und ven=0
un, +u,n, +un, =0 - Bestimmen zweier Spannvektoren durch Einsetzen
Der Aufpunktvektor der Normalenform wird fiir die Parameterform {ibernommen.

5.11 Umformen der Normalenform in die Koordinatenform

X a, n
E:[x-dleii=0 > E: X, |—| a, ||®| n, |=0& nx, +n,x, +n,x; =a,n, +a,n, +a,n,
X3 as s

5.12 Schnitt zweier Ebenen

a) Parameterform

a; b, ¢ d, € A
E :x=|a, |+r-|b, |[+5-| ¢, |; E,:x=|d, |+t-|e, |+u-| f,
as b, Cy d, €3 S

a,—d +r-b+s-c,—t-e,—u-f,=0| Zwei Parameter einer Geraden eliminieren und nach
a,—d,+r-b,+s-c,—t-e,—u-f,=0 einem verbliebenen Parameter auflésen. Dieser

a,—d,+r-b,+s-c,—t-e;—u-f,=0| .’ )
M ’ ’ ; /s die Parameterform der Schnittgeraden an.

b) Koordinatenform

E:a-x+b-y+c-z=1 ) E, :d-x+ey+f-z=1
X=..r+..
a-x+b-y+c-z=1 .
Sx=.y+t.>z=...y+.=»> y=r & g:x=[0|+r-1
d-x+e-y+f-z=1 N
z=..-r+..

Im Gleichungssystem wird eine Koordinate eliminiert. Man erhdlt z.B. x in
Abhingigkeit von y. Setzt man diesen Term in eine Ursprungsgleichung ein, erhalt
man z.B. z in Abhéingigkeit von y. Die Koordinaten kdnnen dann alle in Abhéngigkeit
von z.B. y ausgedriickt werden. Setzt man y =r erhilt man durch ausklammern von r
die Parameterform der Schnittgeraden.
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6. Abstandsberechnung

6.1 Abstand windschiefer Geraden

— — — —

g: X=p+r-u h:X=qg+s-v
geE, he E, E,|E,
Eg :)?=]3+r1 'ﬁ‘i’Sl -V E, If=é+l"2 'L7+S2 -V 7 : Normalenvektor der Ebenen

Der Abstand zwischen den beiden am Néhesten gelegenen Punkten der Geraden ist gleich
der Strecke eines beliebigen Punktes zur anderen Ebene.

d(g:h)=d(E ;E,)=d(Q:E,)=d(P;E,) = (F—G) e n°

6.2 Abstand zwischen einer Geraden und einem Punkt (=kiirzeste Strecke)

a, b,
g:x=|a, |+r-|b, |; R(ry; 125 13)
as b,

a) Formel mit cos und Kosinussatz hergeleitet

AF
abgeleitet von: cosa = — und Kosinussatz
AR

7F=(F-a) -[r-a)e5']|

7:Punkt R  a: Aufpunkt der Geraden l? : Einheitsrichtungsvektor der Geraden
F : FuBpunkt (des Lots)

b) Schnitt der Geraden mit der senkrecht zur Geraden stehenden Ebene, die R enthdlt,
mit Hilfe der Normalenform

X n b,

E:l|x,|=|r,||®| b, |=0 gnNE :Einsetzen der Geraden in die Ebenengleichung.

2> r=... 2 P(...) FuPpunkt/Schnittpunkt > d(P;g) = ‘ﬁ‘
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c) Schnitt zwischen der zur Geraden senkrechten Ebene durch R mit der Geraden mit
Hilfe der Koordinatenform

E:bx+b,y+bz=c=brn +b,r, +br, c: Konstante; Koordinatenform der Ebene

Die Koeffizienten der Koordinatenform der Ebene bilden die Koordinaten der
Normalen der Ebene und umgekehrt. Der Richtungsvektor der Geraden ist ein
Normalenvektor der Ebene.

gNnE:b(a +r-b)+b,(a,+r-b))+b,(a,+r-b,)=r=..

Die Koordinaten des FuBpunkts F erhdlt man durch Einsetzen von r in die
Geradengleichung. |FR| =d(F;R)=d(g;R)

d) Schnitt zwischen den Senkrechten zur Geraden g und dem Punkt R

F=d+r-b+i
n : Vektor von der Geraden zu R (senkrecht zur Geraden, Vektor von Fufspunkt zu R)
bn, — b "
ﬁJ_l;(:)blnl+b2n2+b3n3:O@nszw(@ﬁ: n,
by —bn, —byn,

b

Das Gleichungssystem nach r, n; und n, aufldsen.
Setzt man r in die Geradengleichung ein, erhdlt man
r,=a,+r-b,+n, die Koordinaten des FuBpunkts F. Mit n; und n, 14sst
—bn, —b,n,| sich der Vektor n bestimmen. |ﬁ| =d(F;R)=d(g;R)
b3

n=a,+r-b +n

ry=a,+r-by+
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7. Geraden, Punkte und Ebenen

7.1 Schnittmengen von Gerade und Ebene
E:X=d+r-ii+s-v g:X=b+t-w
a) Gerade schneidet Ebene

Schnitt-/DurchstoBpunkt
L= {r =w,s =Vt = w}ﬁ'ir u,v,we R

b) Gerade liegt parallel zur Ebene

1)

c¢) Gerade liegt in der Ebene

nd komplanar ( p-ii+¢q-v =w fiir p,ge R)und b E

-
,v9

ii,v,wsind komplanar (p-ii +¢-v =w fiir p,ge R)und be E
L={r,s,te R/0=....r +...-5+...-1}

7.2 Schnittwinkel zwischen Gerade und Ebene

E:X=d+r-ii+s-v g:X=b+t-w

uen] . .

sina = |q| |q| =cos [ a : Winkel zwischen Geraden und Ebene
ul-|n

B : Winkel zwischen Geraden und Normalen
7.3 Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen

Der Schnittwinkel zweier Ebenen ist gleich dem Schnittwinkel der beiden Normalenvektoren
der Ebenen.

—_— —

n en,
‘ l‘.

7.4 Berechnung des Abstandes zwischen einem Punkt und einer Ebene (kiirzeste Strecke)

cosax =

JE—

n,

S

E:(x—p)en=0; Ristder Punkt mit dem Vektor 7.

d(R;E)=|(F—p)en’

Der Abstand einer Ebene zu einer parallelen Geraden oder Ebene erfolgt durch Wahl eines
Punktes der Geraden bzw. Ebene, von dem der Abstand bestimmt wird.
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